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R. Maller Schaltalgebra
— was nicht im Lehrbuch steht

Im folgenden wollen wir uns mit folgenden Fragen auseinandersetzen:
1) Stellung und Stellenwert von Schaltalgebra im neuen Lehrplan.

2) Warum gerade die Schaltalgebra dazu zwingt, die zweiwertige logik zu
hinterfragen.

3) Wie man aus Seilziigen u.id. "Computer” bauen kann.

4) Wie man Schaltungen "in der Praxis” entwirft und (algorithmisch) ver-
einfacht.

Auf den ersten Blick scheint es sich bei den aufgelisteten Themen um
einen “"bunten Strauf netter Erginzungen" zu einem Lehrbuch zu handeln -
wie es ja auch im Titel des Vortrags steht. Das ist wahr, aber nicht die
volle Wahrheit. Es geht auch darum. grundlegende Positionen und didakti-
sche U(berlegungen, wie sie bei der Konzeption des Unterrichtes getdtigt
werden missen, unter Bezugnahme auf ein konkretes Lehrbuch (Reichel-
Miller-Laub: Lehrbuch der Mathematik 5) und den neuen lLehrplan anzure-
gen.

1) Stellung und Stellenwert von Schaltalgebra im neuen Lehrplan

Was genau steht unter dem Titel "Schaltalgebra” im Lehrplan fir AHS ?!

Zundchst sieht man, daf3 die entsprechenden Passagen in den Abschnitt
"Logische Begriffe und Mengen" eingebunden sind, dessen Zielsetzungen in
der Praambel wie folgt niedergelegt sind.

Ziel ist ein Reflektieren iber logische Begriffe und logische
Beziehungen, die in verschiedenen mathematischen Zusammenhangen und
auch in umgangssprachlichen Formulierungen auftreten. Dabei sollen
die Schiiler die in der Mathematik iiblichen Regein filir den Gebrauch
dieser Begriffe und Beziehungen in Abhebung vom Gebrauch in der
Ungangssprache kennenlernen und diese Begriffe und Beziehungen in
verschiedenen mathematischen Bereichen anwenden. Schaltungen konnen
als Realisierungen logischer Verknipfungen angesehen werden und bil-
den ein wesentliches Element elektronischer Rechengerite.

An die Praambel schliefen die folgenden Konkretisierungen an:

Darstellen und Beschreiben von Schaltungen:

Kennen von Grundschaltungen (Gatter); Darstellen von Schaltungen
durch Schaltplédne, Schalttabellen und Schaltfunktionen (Schaltterme).
Vergleichen von Schaltungen (Aquivalenz). Entwerfen von Schaltun-
gen. (¢ Grundlegende Kenntnisse, Darstellen und Interpretieren)

Rechengesetze fiir Schaltterme:

Erkennen und Formulieren von Rechengesetzen fiir das Umformen von
Schalttermen. Einsicht gewinnen sowohl in die Gleichartigkeit dieser
Rechengesetze mit denen der Mengenalgebra und der Aussagenlogik, als
auch in die Unterschiede zu den Rechengesetzen fiir reelle Zahlen.

Allenfalls: Exemplarisches Verwenden dieser Rechengesetze (Axiome)
zum Vereinfachen von Schalttermen und zum Beweisen einfacher Sidtze.
Kennen der algebraischen Struktur "BOOLEsche Algdebra”. (& Vertiefte
mathematische Kenntnisse, Produktives Arbeiten)
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Besonders wichtig ist m.E. die Prdambel ? In ihr steht der Auftrag, die
Schaltalgebra mit der logik zu vernetzen, sie nicht als Thema 2zu -
isolieren und an das FEnde des Schul jahres bzw. des lLehrbuches zu verban-~
nen. Es geht eben um mehr., als nur Stromiaufpldne zeichnen zu lernen. |
wWorin dieses mehr bestehen kann (und m.E soll), will ich im folgenden °
erlduteren:

2) Warum gerade die Schaltalgebra dazu zwingt, die zweiwertige lLogik zu
hinterfragen

Vielfach begniigt man sich mit Schaltpldnen der foligenden Art:
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Diese Darstellung hat zwei Nachteile: Erstens konnen Schalter immer nur
in einem konkreten Schaltzustand (im allgemeinen dem Wert logisch @ ent-
sprechend) gezeigt werden, zweitens konnen so dargestellte Schaltelemen-
te tatsachlich nur 2 Werte annehmen, und geben so keinerlei Motiv, iiber
die Zweiwertigkeit der logik zu refelektieren.

Bei Gatterdarstellungen liegen die Dinge anders. Dort kann man das -
didaktisch so wertvolle - Prinzip der “black box"” nutzen. Wir wissen,
welcher input zu welchem output fithrt bzw. fithren soll, wir wissen aber
nicht, wie wir das bewerkstelligen sollen. Die Untersuchung verschiede-
ner technischer Realisationsmoglichkeiten bietet dann in sehr nahelie-

gender Weise Gelegenheit, die Zweiwertigkeit der Logik zu reflektie—
ren,
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Fillen wir die black boxes zundchst mit Relaistechnik. Dieser Weg fiihrt
unmittelbar zur Serien', Parallel* und Negationsschaltung, hat aber
gedeniiber den reinen Stromlaufplanen den Vorteil, anhand der Steuer-
stromkreise den Steuer* und Regelungsaspekt thematisieren zu koénnen, was
Ja letztlich sehr viel mit "lLogik"” zu tun hat.
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Die Hinzunahme von Steuerstromkreisen ist grundiegend fir ein Verstand-
nis der Realisationen mittels der Transistortechnik (bzw. der iiberholten
Rohrentechnik). Diese Realisation filihrt zwangsldufig zur Dichotomie -~
"Analog-Digital” <(bzw. "RKontinuierlich-Disket"). Der Schiller kann (muf)
erkennen, daf die diskreten Werte 1 (wahr) und © (falsch) "Idealisierun-
gen” sind, hinter denen z.B. die Spannungsintervalie [3.,8;5]21 und
[0; @,8]20 stehen. Flir Werte zwischen diesen beiden Intervallen ist das
Verhalten des Transistors unbestimmt. Daraus folgt aber, daf3 man eigent-
lich einen dritten Wert zu beriicksichtigen hat. Damit wird aber aus der
zweiwertigen Logik eine dreiwertige Logik (mit uniibersehbaren Parallelen
zum Wahrscheinlichkeitsbegriff):

8 (Transistor schaltet sicher)

m (Transistor schaltet mdglicherweise)

U (Transistor schaltet unmoglich)

Die Schalttafel fir die Und:Verknipfung lautet dann z.B. so:

a b anb
s s s
s m m
s u u
m S m
m m m
m u u
u s u
u m u
u u u

Nun 1ist man im allgemeinen an einem unbestimmten Schaltverhalten nicht
interessiert. In der Transistortechnik versucht man die Kennlinie (Hy-
stereseschleife) (Fig. 4) des Transistors daher so zu gestalten, daB der
Unbestimmtheitsbereich klein ist, und die Taktzeit so "lang” festzule-
gen, daf der Cbergang von | nach @ und umgekehrt sicher funktioniert.
Mit anderen Worten: Man schlieft mit technischen Mitteln den Wert "unbe-
stimmt” aus und arbeitet mit einer "blof" zweiwertigen Logik.

Das muf@ aber nicht sein. Die neuen "optischen Transistoren” verfiigen
tvpischerweise lber mehrere bistabile Bereiche (Fig. 5), und konnten so
die Entwicklung vdllig "neuer” Computerlogiken férdern, deren mathemati-
sche Grundlagen unter dem Begriff "mehrwertige logik" schon seit langem
untersucht werden. Die Schiiler kénnen an dieser Stelle (wiederum) erken-
nen, daf Mathematik kein blofer “intellektueller Zeitvertreib” ist.
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3) VWie man aus Seilziigen u.d. Computer bauen kann

Die obigen Realisationen der Grundgatter mittels elektronischer bzw.
optischer Transistoren ("Transpnasoren”) l&§t sich in wenigen Minuten
erklaren, wenn man sich nicht allzusehr in Details verliert. M.E. geniigt
es, das Prinzip zu verdeut!lichen:

Elektronischer Transistor Ontischer Transistor
Emitter Spiegel
Basis Medium
hollektor Spiegel
Die mittlere Schicht steuert den
Stromdurchf 1uf Lichtdurchf1uf
grofler Rollektorstrom % Transistor durchgdngig £ grofe Lichtintesitit

kleiner Kellektorstrom Transistor sperrt 2 geringe Lichtintensitat

gemdafl der Kennlinien in
Fig. 4 Fig. 5

durchgeiasesns inteneitht ——>
I
I
i
|
|
|
I
]

Da das Funktionsprinzip eines elektronischen Transistors heutzutage All-
gemeingut ist, will ich mich auf die Erklarung des optischen Transistors
beschrénken: Es baut auf dem FABRY-PEROT:Interferometer auf, wie es seit
Ende des vorigen Jahrhunderts bekannt ist.

Zwischen zwei parallelen Spiegeln wird ein Lichtstrahl hin und her
geworfen, der sich je nach Ldnge des Interferometers durch Interferenz
zwischen dem hinlaufenden und dem zuriicklaufenden Strahl abschwicht oder
verstdrkt. Durch Verandern des Spiegelabstandes kann man daher errei-
chen, daf} der beim zweiten Spiegel austretende Strahl eine hohe Intensi-
tdt (21) oder eine niedrige Intensitat (£0) besitzt; insoferne kann man
das Interferometer als Schaltglied beniitzen.

Allerdings macht die mechanische Veranderung des Spiegelabstandes Pro-
bleme, sodafl die praktische Anwendung des Interferometers als Schalt-
glied erst mit der Entdeckung von Materialien mit einem von der Lichtin-
tensitdt abhingigen Brechungsindex (wie z.B. Indiumantimonid-Kristallen)
eingeleitet wurde. Andert man mit Hilfe eines Steuerstrahls die Gesamt-
intensitdt des einfallenden Lichtstrahls, so andert sich der Brechungs—~
index und daher die Wellenldnge. Trotz konstantem Spiegelabstand ist es
daher m&glich, konstruktive bzw. destruktive Interferenz zwischen dem
hinlaufenden und dem riicklaufenden Strahl zu erzwingen (Fig. 8).
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Die grundlegende Problematik um die Begriffe "Analog” und “Rontinuier-
lich” kann man auch thematisieren, ohne auf Kenntnisse iiber Transistoren
zuriickgreifen zu miissen. Eine nette Idee hiezu ist die folgende Reali-
sierung der Grundgatter mittels Seilziigen (14):
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Fig. 7

Die Werte 1 und @ werden dabei als Knotenstellungen im Bezug auf eine
Vergleichsstrecke — wie bei den obigen Spannungsintervallen zwangsldufig
unscharf - codiert.

4) VWie man Schaltungen "in der Praxis” entwirft und (algorithmisch) ver
einfacht

Wenden wir uns zum Schluf3 der Frage zu, wie man aus diesen 3 Grundbau-
steinen, aus denen bekanntlich jedes beliebige Schaltnetz aufgebaut wer-~
den kann, Schaltungen mit vorgegebenen Schaltverhalten - 2.B. einen Mul-
tiplexer - herstellen kann. Wir wollen dazu die (in L1 S. 40f ausfihr-
Jich erklarte) Methode der Disjunktiven Normalformen verwenden:

Ein Multiplexer ist ein Gerdt, mit dem man mittels einer Steuerleitung c
entscheiden kann, ob das Signal auf Leitung a oder das Signal auf Lei-
tung b auf Leitung d weitergeleitet wird. In unserem Fall mtge c=1 die
Leitung a durchschalten, c=0 die Leitung b. Dann hat man 8 Fidlle 2zu
untersuchen:

Kennzifferjaibtcy d c l
%] 11111 1
1 11110 1 a
2 11011 1 —
3 1lelo| o — ™ d
4 o111 0] b
5 211,09 1
6 o]l %]
7 01010 %]
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Zur Ermittlung der Disjunktiven Normalform geht man wie folgt vor:
1. Schritt: Streiche alle Zeilen mit output O.

2. Schritt: Ordne den verbiiebenen Zeilen jenes (eindeutig bestimmte)
verallgemeinerte Und-Glied zu, das den Wert 1 hat. Dazu hat man jene
Schaitvariablen., die in dieser Zeile den Wert @ haben, in negierter
Form, alle anderen Schaltvariablen in unnegierter Form im Und-'Glied
zu beriicksichtigen.

3. Schritt: Verkniipfe die im 2. Schritt erstellten Und-Glieder disjunk-
tiv.

Fir den obigen Multiplexer erhdlt man derart die Disjunktive Normalform
d=f(a,b,c)=(anbac)v(arbac’ )v(asb’aclv(a’sbrc’)

und aus dieser die einfachere Darstellung d=f(a,b,c)={aac)v(brc')

Im Lehrbuch wird gezeigt, wie man die Gesetze der Schaltalgebra einset-
zen kann, um einen solchen Term zu vereinfachen. Allerdings verlangt
dies viel (Cbung und Fingerspitzengefiihl. (Man denke daran, wie lange es
dauert, bis die Schiler die Zahlenalgebra beherrschen !) Man sol!lte sich
daher mit der Demonstration der Machtigkeit des Kalkiils - wie etwa am
folgenden Beispiel - und ganz einfachen Ubungsaufgaben begniigen.

f(a,b,c)=(arblv(aab’Ac) : Ass.
=(anb)vi(aab’)ac) ] - Dist.
=[ (aab)v(arb’) Jal(asblve]l | Dist.
=[aan(bvb') ]Aal(aab)vc] ! Kompl.
=[anl Al (arblvc] i Neut.
=ar[ (aablvc] i Dist.
={aa(anb) Jv(aac) ! Ass,
=[{ (ana)Aablv(aac) i Idem.
=(aab)v(aac) . Dist.
=aA(bve)
Dieses Beispiel hidtte man mittels der Konvertierungsformeln
XAY=x°*y mod 2 =X*y+x+y mod 2 x' =1-x mod 2

auch auf arithmetischem Weg 10sen kénnen. Dazu setzen wir — um die bei-
den Modelle besser auseinanderhalten zu konnen - fiir a, b und ¢ der Rei-
he nach x, y und z und erhalten aab=(x*y) und aAab’Ac=xe(l=-v)ez:

f(a,b,c)=[xeyle(xe(1-y)ez]+[x*yl+[x*(1-y)+z] mod 2 :Ausmultiplizieren

=X2Zeyez-X2eylezexey+Xez—KeyezZ mod 2 = x*=x mod 2
SXY*Z ~X°V*Z +X°Y+XeZ-X°YyeZ mod 2 . x herausheben

= X (y+z-y*z) mod 2 | =-121 mod 2

= xe(y+z+y*z) mod 2 . Riickkonvertieren
= an(bve)

Will man seinem Unterricht (zusdtzlich) einen mehr praxisorientierten
touch geben, so wird man wohl auf eines der in der Praxis verwendeten
Verfahren zuriickgreifen missen. Wir wollen im folgenden das von -
QUINE-Mc CLUSKY verwenden. (Es ist jenes, das auf der Begleitdiskette
zum Lehrbuch zur Verfligung gestellt wird.)
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Nieses Verfahren macht nichts anderes, ais den Term schrittweise nach
den Rechengesetzen

(arb)v(ascr=aa(bve) Dist.
ava’'=] Komptl .
arl=a Neut.

su vereinfachen. Da die Schiiler diese Gesetze bereits kennen, darf man
wohl bei der Anwendung des Verfahrens

VERSTANDIGES HANDELN und ADAQUATE VORSTZLLUNGEN
erwarten.
wie geht man nun im einzelnen vor ?

Zuniichst schreibt man die Klammerausdricke (Minterme) der Dnisjunktiven
Normalform untereinander. Man beginnt dabei m:it dem Klammerausdruck, der
die wenigsten Negationsschalter enthdlt, und grenzt die Felder von Min-
termen, welche die gleiche Anzahl von XNegationsschaltern enthalten,
durch Querstriche vonelnander ab.

Angewendet auf das obige Beispiel des Multiplexers erhdlt man auf diese
weise die ersten beiden Spalten der foligenden Tabelle:

Kennziffer| 1. Liste Kennziffer|] 2. Liste ] Kennziffer| 3. Liste
1] asbac 10 arb - -
1 arbac’ 20 aAnc
2 arb’AcC 51 bac’
5 a'rbac’

Anschliefend berpriift man je zwei Minterme daraufhin, ob sie sich blof
Aurch das Negationszeichen einer einzigen Variablen unterscheiden. Ist
das der Fall {was nur bei Mintermen benachbarter fFelder der Fall sein
kann), so lassen sie sich gemdf der Gesetze Dist., RKompl. und Neut. zu
einen einzigen Term zusammenfassen. Z.B. kann man die mit © und 1
gekennzeichneten Terme zum Term arb zusammenfassen; wir kennzeichnen
diesen Term mit 10 und tragen in die 2. Liste ein. Die Terme O und 1 in
der 1. Liste haken wir ab. In analoger Weise {ahren wir fort, wobei ein
bereits abgehakter Minterm der 1. Liste durchaus mehrmals mit einem pas-
senden kombiniert werden darf. Zuletzt Ubertrdgt man jene Minterwe, die
nicht abgehakt werden konnten (was bei unserem Beispiel nicht der Fall
ist) in die 2. Liste.

Die Terme der 2. Liste werden nun in der gleichen Weise weiterbearbei-
tet, womit eine 3. Liste entstent. Aus dieser entsteht eine 4, Liste
usw. Das Verfahren encet, wenn sich keine Terme mehr zusammenfassen las-
sen. In unserem Beispiel ist dies bereits in der 2. Liste der Fall. Man
bezeichnet die verbleibenden Terme in Anlehnung an die Prim-Faktoren ais
Prim- Implikanten.

Zuletzt bleibt noch zu priifen, ob die Primimplikanten voneinander urab-
hingig sind. Dies geschieht mit Hilfe der sogenannten Primimplikantenta-
fel:
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kennziffer 0 i 2 S
10=a~b Pox X

20=anc x x
51=bac’ | X X

Ein &kreuz steht 1immer dann, wenn der Primimplikant in dem durch die
Kennzahl festgelegten Minterm enthalten ist. Ersichtlich genligen die
Primimplikanten a~c und b~c’', um alle Minterme "abzudecken”. Man erhidit
daher als Minimalform den Term

f(a,b,c)=(aac)vibrc’)
und somit den folgenden, sehr einfachen Schaltplan eines Multiplexers:
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Fig. 8
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